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Introduction



De groupes aux groupes quantiques

On considére F(G), 'algebre des fonctions a valeurs complexes sur un groupe fini G.
L’opération du groupe détermine une application

A:F(G) = F(O®F(Q) = F(Gx C), frAlf)g &) =flgg)

ou I’associativité dans le groupe se traduit par 'egalité (A ® id)A = (id @ A)A (coas-

sociativité de A). L’existence d’un élement neutre e € G se traduit avec
e: F(G)—=C, ff(e
qui satisfait (id ® €)A = (¢ ® id)A. L’existence d’un inverse se traduit avec
$:F(G) = F(G), frrS(f):g—fg)

qui satisfait m(S @ id)A(f) = e(f)1 et m(id ® S)A(f) = £(f)1. On obtient ainsi une
algebre de Hopf involutive et commutative (F(G), A, S, €).



On peut lui associer un “dual” qui est aussi une algébre involutive de Hopf provenant
du groupe : (C[G],A’, S, &"), ot C[G] est I'algebre de groupe et

A: C[G] — C[G]®C[G] §: C[G] — C[G]
g g®g g — g

e :C[G] - C, g~ dge

Cette algébre de Hopf involutive est co-comutative (i.e. A = XA, ou X est la volte dans
le produit tensoriel). En général, en utilisant des structures similaires, on peut définir
des groupes quantiques dans

+ le cadre algébrique :
« Les groupes quantiques algébriques (A, A, ©).

« le cadre des algebres d’opérateurs :
- Les groupes quantiques C*-algébriques (Co(G), A), (Cf(G/)\, A).
« Les groupes quantiques W*-algébriques (LG, A), (L*°G, A).

Rmgq : On s’intéresse principalement aux groupes quantiques qui ne sont ni commu-
tatifs ni co-commutatifs.



Définition
Un groupoide est un ensemble ¢ muni de deux opérations :

YV CYxYG 9 1.9 9
(composition) (inverse)

tels que

« (x™)7" = x pour tout x € ¥,

- (,),(y,2) € 9P = (xy,2), (x,y2) € 99 et (xy)z = x(y2),
« (x7,x) € 9P etsi(x,y) € 9D alors x'(xy) = y,

« (x,x7 ) € 9D etsi(z,x) € 9, alors (zx)x7" = z

Notations :

« 4@ (lensemble de paires composables de %)
« 9O = {x7'x : x€9G} (lespace des unités de 9)



Rmgq : 4© est un singleton ssi & est un groupe.

Si on consideére I'application source et I'application but

d: 9 — <G r- 4 — 9
x = x'x x = xx7!
ona
GO =G %, 9 :={(x,y) €9? : d(x) = r(y)},
et

90 - d@) = r(9).



Exemple : Le groupoide de transformations

Considérons - : G x S — S, une action d’un groupe G sur un ensemble S. L’ensemble

G ~ S := G x S muni des opérations

GAS® - GAS '@ GRS - GAS
(&), (h, 1) — (gh1) &s) = (g .89

ou

(G~ 9)? = {((g9),(ht) (G~ S :s=h-t},
définit un groupoide appelé le groupoide de transformations. Pour ce groupoide, on a
(G SV ={e}xS5~S§
et ses applications source et but sont

d: GnS — S r: GnnS — S
(g,S) = S (g75) = &S



Quantification des groupoides



Quantification d’un groupoide usuel

groupoide
9
@0
d:9 — 90
r:9 — 40

Gy, GG

+

conditions

objet associé
F(&)
F (@)
d*: F(99) — F(9)
r*: F(@9) — F(9)
F4) — F(@)a» @ = F(94)
foom A8 EYY - flgg)

+

conditions



Idée générale de quantification

groupoide groupoide quantique
g A (algébre totale)
@0 B (algébre partielle)
d:9 — 94O a: B A (homomorphisme)
r:9 — 90 B : B— A (anti-homomorphisme)
Yy %, Y —9 A:A— A, ® A (coproduit)
+ +

conditions conditions



Théories existantes des groupoides quantiques :

+ Langage des C*-algébres de dimension finie : Groupoides quantiques finis
(Bohm, Nill, Szlachanyi, Vainerman, Nikshych, Vallin).

« Langage des algebres de von Neumann : Groupoides quantiques mesurés
(Lesieur, Enock, Vallin).

+ Il n’y a pas de théorie générale dans le langage des C*-algébres mais il y a des

travaux dans cette direction : Timmermann, Khang - Van Daele.

Motivation : Construction des exemples des groupoides quantiques dans le cadre

des algebres d’opérateurs (C*-algebres).

These : Développer une théorie des groupoides quantiques de transformations.



Les ingrédients d’un groupoide de transformations ¢ = G ~ S sont un groupe G, un
ensemble S et une actionde Gon S, - : G x S — S. Alors, on voudrait

Théorie usuelle Théorie quantique
G ~ G : groupe quantique
S ~ X : une algebre

:GxXS—S ~ G ~ X:une action de G sur X
et construire d’'une maniere semblable un groupoide quantique de transformations,
mais
IL NE SUFFIT PAS D’AVOIR UNE SEULE ACTION

Solution [Lu]

Il faut une action de G sur X, une action de son dual quantique G sur X, plus une
relation de compatibilité entre eux : Il faut que X soit une algebre de Yetter-Drinfeld

tressée commutative.



Groupoide quantique de transformations :

« J.H. Lu (1996) :
« Ingrédients : une algébre de Yetter-Drinfeld tressée commutative dans le contexte
des algébres de Hopf.
« Algébroide de Hopf (Lu).
« (+) La construction est purement algébrique
« (-) On ne peut pas construire un “dual” quantique.

« M. Enock et T. Timmermann (2017) :

« Ingrédients : une algébre de Yetter-Drinfeld tressée commutative dans le contexte
des groupes quantiques W™-algébriques (Kustermans-Vaes).

« Bimodule de Hopf von Neumann (au sens de Vallin), plus exactement on a un
groupoide quantique mesuré au sens de Lesieur-Enock.

« (+) Il est possible de construire un dual quantique.

+ (-) Dépend fortement de la théorie modulaire de Tomita-Takesaki.



Quantification d’un groupoide de transformations

groupoide

de transformations

groupe : G
ensemble : S

action: G xS — S

GNAS=GCGxS
S
d:g%g(o)
r:9 — 90
Yy X, Y~ Y
+

conditions

groupoide quantique

de transformations

groupe quantique : G
algebre : X
actions: G~ X
G X
produit croisé : G x X
X
a: X—=>Gx X
B:XP—Gx X
coproduit A: G x X = (G X X) o ® (G x X)
+

conditions



Plan de la these

GNS-construction

T

Construction algébrique Construction C*-algébrique

donne les idées comparaison

Construction W*-algébrique (Enock et Timmermann)



Groupoides quantiques de
transformations : cadre

algébrique




Groupe quantique algébrique

Définition [Van Daele]
Un groupe quantique algébrique est G := (A, A, ¢) ou

e A:A— M(A® A) est un *-homomorphisme tel que (A, A) est une algebre de
Hopf de multiplicateurs involutive.

« ¢ : A— Cest une intégrale de Haar a gauche pour (A, A), i.e. elle est positive,
fidele et invariante a gauche

(if ® P)(A@) = p(@Trma)-

*

Exemple : Si G est un groupe, la *-algébre des fonctions a valeurs complexes de

support fini A := Fung(G) avec les applications

A: A — M(A® A) v: A — C
p — [A(p):(g,8)— p(gg)] p = gzg;p(g)

est un groupe quantique algébrique. 14



Il'y a des objets associés a un groupe quantique algébrique.

« G = (A, A, ) son dual quantique. Ici A = {p(a) € AY : ae A}

« Son algebre de Heisenberg H(G) (une algébre qui contient A et A avec une
relation entre eux).

. L’unitaire multiplicatif algébrique U € M(A ® A) tel que
Ala) = U"(1 @ a)U
dans M(A ®@ H(G)).

Avantage de ces groupes quantiques : En utilisant I'intégral de Haar, par la pro-
cédure GNS, on peut construire un groupe quantique C*-algébrique G, dans le cadre
des algebres d’opérateurs.



On peut considérer une action d’un groupe quantique G sur X, i.e un *-homomorphisme
a: X — M(A® X) qui vérifie les conditions

« (A® id)a = (id ® a)a
caX)A® 1) = A X et a(X)(1® X) C A® X (réduit).

Pour une action on peut construire

e G X ={wd Na(x) : we E,X € X} le produit croisé de G et X qui utilise
a.

« Si on munit X d’une fonctionnelle i : X — C telle que
(id @ p)((x)) = p(x) 1)
pour tout x € X (a-invariante), alors il existe U; € End(A ® X) tel que
a(x) = (U)" (1 @ x)Uy

dans End(A ® X).



Algebre de Yetter-Drinfeld sur G

Définition [c.f. Nest-Voigt]
Une algébre de Yetter-Drinfeld sur G est un triplet (X, a, @) ol X est une algebre invo-

lutive non-dégénérée, a : X — M(A® X) est une action de Geta : X — M(E ® X)
est une action a gauche de G telles que le diagramme suivant

X— % S MA®X) —2 s MA®A® X)

« YRid

MARX) — 3 MARARX) — 3 MAR AR X)
idRa Ad(U)®id

est commutatif.

(X, a, @) algébre de YD sur G sii (X, @, «) algébre de YD sur G.



On suppose dés maintenant que (X, a, @) est muni d’une intégrale de Yetter-Drinfeld
i, i.e. g X — C est une fonctionelle positive, fidéle, a-invariante, a-invariante et

vérifiant certaines conditions analytiques.

Définition [c.f. Enock-Timmermann]

Considérons I’anti-*-homomorphisme injectif

B~ X — End(A®X)
x = URae(x)(U)*

On dit que 'algébre de Yetter-Drinfeld (X, av, @) est tressée commutative si

B, 200 € M(G xq X).

Rmq : (X, o, @) algébre de YD tressée commutative sur G sii (X, &, ) algébre de YD

tressée commutative sur G.



Groupoide quantique algébrique de transformations

Théoréeme [T.]

Soit (X, a, @) une algébre involutive de Yetter-Drinfeld tressée commutative sur G et

i : X — C une intégrale de Yetter-Drinfeld. Alors le tuple

(G xa X, X, 0,8, =, 0o, RE, 11,Q)

ou .
Ay : GxXa X — (G Xa X) X (G xq X)
W@ Nax) = (we ® Nalx) X (Wo ® 1)
R: GxaX — G xa X

aw®1) = R w) @ D)ax®)

et
£: G xa X — a(X) Q: G xao X — a(X)
ANw®1) = Pwalk) W®Nalx) — Pwalx)

est un algébroide de Hopf de multiplicateurs involutif mésuré dans le sense de

Timmermann-Van Daele.



Remarque

Cet objet est appelé un groupoide quantique algébrique de transformations associé

a l’algébre de Yetter-Drinfeld tressée commutative (X, «, @) et a I'intégrale p.

Exemple :
groupe G ~ G = (Fung(G), A, p)
ensemble S > X = Fung(S)
A =X
action-: G XS — S ~~ g€G

a:0,— U, ® 6

« (X, a, @) algébre de Yetter-Drinfeld tressée commutative sur G et
G x4 Fung(S) = C[G ~ S],

(673 (55 — U(e,s), /Baya : (55 — U(e,s)

20



o~

As: Fung(GnS) — Fung(G~ S) X Fung(G ~ ) ¥ M(Fung((G ~ S)?))

p = [A(p)((8; 5), (h, 1)) — p(gh, 1)]
R: Fung(G~ S — Funs(G ~ S)
P = Zp(g7g7] : S)g(g*‘,s)
&S

E: Funf(G &% 5) — Funf(S)
P = Z P(Q 5)6(675)

« (X, @, a) algébre de Yetter-Drinfeld tressée commutative sur G et

G x~ Fung(S) = Funf(G ~ S), @ : 4, > D 0y Bag il D dgg s
8 8

21



Groupoides quantiques de
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analytique




Définitions des objets nécessaires

On va utiliser des objets introduits par T. Timmermann.

« Une C*-base : b = (R, B, B
« Respace Hilbertien, B, BT C B(R) C*-algébres, [B, 8] = 0 dans B(R).
« b= (R, BT, B) est appelé la C*-base opposé de b.
« Exemple: b = (LiX, WH(X)M,j#WH(X)jMM) pour une algebre Yetter-Drinfeld
tressée commutative X muni d’une intégrale de Yetter-Drinfeld p.
e Un C*-module sur b : Hf
« E C B(R, H) sous-espace fermé tel que [E(R)] = H, [EB] = Eet [E*E] = B.
« On obtient un C*-B-module Hilbertien E et une *-représentation fidéle
non-dégénérée pr : BT — B(H).
. Exemple : Si (X, a, @) est une algebre de Yetter-Drinfeld tressée commutative
réduite sur G et p est une intégrale de Yetter-Drinfeld, alors si H := I’G® LiX,
E = E(a, @) := [US(US)" | Aa) )amp(x)] et F = Flo, Q) := [UZ| A@) )1 ) (X) ]
Ona:
o Hpg est un C*-module sur b.

« Hr est un C*-module sur bT.
Rmq |[A@))1: Au(x) — A(@) @ Ap(x)

(M@ |1 = | A@)7 = Ab) ® Au(x) = (a, b)pAu(x) ”



Une C*-algébre sur b : A%
o He C*-module sur b, A C B(H) C*-algébre non-dégénérée, pg(%T)A C A.

« Exemple : Si (X, v, @) est une algeébre de Yetter-Drinfeld tressée commutative
réduit sur G et p est une intégrale de Yetter-Drinfeld, alors si A = Co(G x4 X)
est la completion réduite du produit croisé G X, X.On a:

. A% est une C*-algeébre sur b.
. Ag_t est une C*-algébre sur b.

Un C*-bimodule de Hopf sur b : (A;’E, A)

. A5, C*-algébre sur b, A}, C*-algebre sur b,

.« A AFE — AFE * .AH un “-homomorphisme tel que (A * id)A = (id 5 A)A.
qu-AE:FA={T€B(HE(%FH) 2 T F)a C | F)A] 7T"|E>1 C[lE)A]}
Une co-involution pour un C*-b-bimodule de Hopf (A?F_ZE, A):

« R:A— A R = ida, R(pr(B)) = pe(BY), AR = (R * R)A.

Un poids de Haar a gauche pour un C*-b-bimodule de Hopf (.A;E, A):

e ®: Mo C A — pr(B) poids a valeurs opératorielles.
o (ldE t Fq))(A(X)) = CD(X)E R F 1 for all x € M;) = A+ n Mq>.
b

23



Groupoide quantique C*-algébrique de transformations

Théoreme [T.]
Soit (X, @, @) une algébre involutive de Yetter-Drinfeld tréssée commutative sur un
groupe quantique algébrique G et p : X — C une intégrale de Yetter-Drinfeld. Alors,

il existe un *-homomorphisme EAf : A?F_ZE — AqF_ZE s Ag_f, un anti-automorphisme
b

ERF : A — Aet un poids a valeurs opératorielles d" de A vers pr(B) telles que

« La paire (A%E, EAF) est un C*-bimodule de Hopf sur la C*-base b.
- ERF est une co-involution pour le C*-b-bimodule de Hopf (A};", EAT).

)

- £oF est un poids de Haar a gauche pour le C*-b-bimodule de Hopf (A", FAT).

Définition
Le tuple (A5, EAF, ERF EdF) est appelé un
associé a I'algébre de Yetter-Drinfeld tressée commutative (X, «, @)
et a 'intégrale p.

24



Exemple (Coidéal de type quotient) : Soit G = (A, A4, ©4) un groupe quantique
algébrique et H = (B, Ag, ©p) un sous-groupe quantique algébrique fermé de G, i.e. il
existe  : A — M(B) *-homomorphisme surjectif non-dégénérée tel que (PR P)A, =
Ag®. On définit Papplication v : a € A — (id ® ®)(Aa(a)) € M(A @ B) et on pose
I={a€ A : v(a)=a® 1}, alors

« « = Ayl; action de G sur .
« a = Adg|, action de G sur 1.

o (I, o, @) algébre de Yetter-Drinfeld tressée commutative sur G.

25
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